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Введение

Данное учебное пособие посвящено рассмотрению простейших формул
Ньютона–Котеса и основанных на них адаптивных алгоритмов, применя-
емых для приближенного вычисления определенных интегралов и пред-
лагаемых для практической реализации на ЭВМ при выполнении заданий
студенческого практикума на механико-математическом факультете Мос-
ковского университета.

Пусть требуется вычислить значение определенного интеграла

I =

b∫

a

f(x) dx,

где функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b]. Числа a и b называют пре-
делами интегрирования; они могут быть как конечными, так и бесконеч-
ными (тогда интеграл называется несобственным). Как известно, через
элементарные функции интегралы выражаются далеко не всегда. По этой
и другим причинам для их вычисления применяют численные методы, ос-
нованные на замене функции f(x) такой аппроксимирующей функцией,
чтобы интеграл от нее вычислялся в элементарных функциях достаточно
просто.

1. Квадратурные формулы интерполяционного типа

В качестве аппроксимирующих функций возьмем интерполяционные
многочлены Лагранжа Ln(x). Тогда искомый интеграл заменяется линей-
ной комбинацией значений подынтегральной функции f(x):

I =

b∫

a

f(x) dx =
n∑

i=1

cif(xi) +R =
n∑

i=1

cifi +R. (1)

Выписанное соотношение называется квадратурной формулой (или про-
сто квадратурой), в которой величины xi называют узлами, ci — весами,
а R — погрешностью (остаточным членом). Таким образом, интеграл при-
ближенно заменяется суммой, похожей на интегральную сумму, причем
узлы и веса не зависят от f(x).

Рассмотрим квадратуру (1) более подробно. Пусть узлы xi образуют
равномерную сетку с шагом h: xi+1 = xi + h, i = 1, . . . , n. Если пределы
интегрирования a и b входят в состав сетки, то h = (b− a)/(n− 1) и

x1 = a, xi = x1 + (i− 1) h, xn = b.

В этом случае формула (1) называется формулой замкнутого типа и имеет
по крайней мере два узла. Исходный отрезок интегрирования разбивается
на n− 1 подотрезков длины h.
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Если a и b не входят в состав сетки, то h = (b− a)/(n+1) и xi = a+ ih.
Тогда формула (1) называется формулой открытого типа и может иметь
один узел. Количество подотрезков равно n+1. Если либо a, либо b вклю-
чены в состав сетки, то соответствующие квадратуры носят название по-
луоткрытых (или полузамкнутых).

Теперь заменим f(x) на многочлен Лагранжа Ln(x), интерполирующий
f(x) в точках (xi, fi) на отрезке [a, b]:

f(x) = Ln(x) =
n∑

i=1

fili(x) +
ωn(x)

n!
f (n)(ξ), ξ ∈ [a, b],

где ωn(x) = (x− x1) . . . (x− xn) и

li(x) =
∏

j=1

j 6=i

x− xj

xi − xj
=

=
(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Функции li(x) называют фундаментальными многочленами Лагранжа. Под-
ставив выписанное приближенное представление f(x) в (1), получим

I =
n∑

i=1





b∫

a

li(x) dx



 fi +

b∫

a

ωn(x)

n!
f (n)(ξ) dx =

= (b− a)
n∑

i=1

cifi +R,

(2)

где

ci =
1

b− a

b∫

a

li(x) dx, R =
1

n!

b∫

a

ωn(x) f
(n)(ξ) dx.

Если сетка {xi} не является равномерной, то формулу (2) называют
интерполяционной квадратурной формулой (или квадратурной формулой
интерполяционного типа). Если же (как в рассматриваемом случае) сетка
равномерна, то формулы типа (2) носят название квадратурных формул
Ньютона–Котеса, а веса ci называют весами Котеса. Легко видеть, что
веса, соответствующие узлам, симметричным относительно середины от-

резка, равны. Кроме того,
n∑

i=1

ci = 1, поскольку формула (2) точна для

f(x) ≡ 1.
Говорят, что квадратура (1) имеет алгебраический порядок точности

p, если ее остаточный член R равен нулю для всех алгебраических мно-
гочленов степени меньшей или равной p. Поскольку многочлен Лагранжа
Ln является алгебраическим многочленом степени n − 1, то по построе-
нию формула (2) имеет алгебраический порядок точности не ниже n− 1.
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Однако если n нечетно, т.е. когда середина отрезка [a, b] входит в состав
сетки, то формула (2) оказывается точна и для многочленов степени n.

Действительно, при нечетном n один из узлов сетки совпадает с се-
рединой отрезка интегрирования x̄ = (a + b)/2, а остальные узлы лежат
симметрично относительно x̄. Рассмотрим многочлен q(x) = (x− x̄)n. Этот
многочлен является нечетным относительно x̄; следовательно

b∫

a

q(x) = 0
n∑

i=1

ciqi = 0.

Отсюда R = 0, т.е. формула (2) точна для q(x). Покажем, что эта формула
точна и для любого многочлена pn(x) степени n:

pn(x) = a1x
n + a2x

n−1 + · · ·+ anx+ an+1.

Для этого представим pn(x) в виде

pn(x) = a1(x− x̄)n + pn−1(x) = a1q(x) + pn−1(x)

и подставим его в (2). Поскольку формула (2) по построению точна для
pn−1(x) и точна для q(x), то она точна и для pn(x).

Главный член погрешности формулы Ньютона–Котеса с n узлами при
условии достаточной гладкости f(x) имеет порядок O

(

h2[(n−1)/2]+3
)

, где

[ · ] — целая часть числа. Порядок по h главного члена погрешности назы-
вается порядком точности (сходимости) квадратурной формулы.

Для формул замкнутого типа коэффициенты Котеса ci положительны
при 1 ≤ n ≤ 8, а при n = 9 и n ≥ 11 среди них есть отрицательные, что при-
водит к увеличению ошибок, содержащихся в f(x). Действительно, пусть
ошибка задания функции f(x) в каждом узле сетки оценивается сверху по
модулю некоторой величиной ε. Погрешность, которая может получить-
ся в сумме

∑
cifi, оценивается величиной ε

∑ |ci|. Поскольку
∑

ci = 1, то
наличие отрицательных ci приводит к увеличению

∑ |ci|. Коэффициент
увеличения ошибок иллюстрируется следующими цифрами:

∑

|ci| ≈ 1.45, n = 9;
∑

|ci| ≈ 3.1, n = 11;
∑

|ci| ≈ 8.3, n = 15;
∑

|ci| ≈ 560, n = 20.

Значения ci при больших n быстро растут по абсолютной величине,
а
∑ |ci| будет большой и быстро возрастающей величиной. Коэффициент

увеличения ошибок становится неприемлемым, а соответствующие фор-
мулы непригодными для расчетов.

Для формул открытого типа коэффициенты Котеса положительны при
n = 1, 2, 4, а при остальных n среди них есть отрицательные.
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2. Элементарные формулы трапеций, средних прямоугольников
и Симпсона

Рассмотрим первые три формулы Ньютона–Котеса. Сначала прибли-
зим f(x) на [a, b] многочленом Лагранжа L2(x) с узлами x1 = a и x2 = b.
Это означает, что вместо кривой f(x) мы взяли многочлен первой степе-
ни, проходящий через точки (a, f(a)) и (b, f(b)). Теперь искомый интеграл,
равный площади криволинейной фигуры, заменим на площадь трапеции
с основаниями f(a) и f(b) и высотой h = b− a:

I ≈ T = h
f(a) + f(b)

2
=

b− a

2
(f(a) + f(b)). (3)

Мы получили квадратурную формулу трапеций, которую можно также
получить из (2) при n = 2 с сеткой для формул замкнутого типа. Заметим,
что алгебраический порядок точности этой формулы равен единице, так
как середина отрезка [a, b] не входит в состав сетки.

Если на [a, b] взять единственный узел квадратурной формулы, то f(x)
аппроксимируется многочленом Лагранжа L1(x), т.е. многочленом нуле-
вой степени. Возьмем в качестве этого узла середину отрезка x̄ = (a+b)/2.
Тогда получим формулу средних прямоугольников

I ≈ P = h f(x̄). (4)

Геометрический смысл этой формулы состоит в том, что площадь криво-
линейной фигуры заменяется на площадь прямоугольника с основанием
h = b − a и высотой f(x̄). Ту же самую формулу можно получить из (2)
при n = 1 с сеткой для формул открытого типа. Алгебраический порядок
формулы средних прямоугольников равен единице, поскольку середина
отрезка интегрирования входит в состав узлов сетки.

Теперь получим выражения для остаточных членов RT = I − T и
RP = I − P . Для этого разложим f(x) в ряд Тейлора относительно точки
x̄ = (a+ b)/2 в предположении о достаточной гладкости функции f(x):

f(x) = f(x̄) + (x− x̄) f ′(x̄) +
(x− x̄)2

2
f ′′(x̄) +

+
(x− x̄)3

6
f ′′′(x̄) +

(x− x̄)4

24
f IV (x̄) + · · · .

(5)

Воспользовавшись этим разложением, получим представление остаточно-
го члена формулы средних прямоугольников:

I = hf(x̄) +
h3

24
f ′′(x̄) +

h5

1920
f IV (x̄) + · · · = P +RP , (6)

6



поскольку

b∫

a

(x− x̄)j dx =







h, j=0;

0, j=1;

h3

12
, j=2;

0, j=3;

h5

80
, j=4.

Подставим в (5) x = a и x = b и учтем, что a− x̄ = −h/2 и b− x̄ = h/2:

f(a) = f(x̄)− h

2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄)− h3

48
f ′′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · · ,

f(b) = f(x̄) +
h

2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄) +

h3

48
f ′′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · · .

Сложим эти два равенства:

f(a) + f(b)

2
= f(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄) +

h4

384
f IV (x̄) + · · · .

Отсюда получим

hf(x̄) = h
f(a) + f(b)

2
− h3

8
f ′′(x̄)− h5

384
f IV (x̄) + · · · .

Подставим это выражение вместо hf(x̄) в (6):

I = h
f(a) + f(b)

2
− h3

12
f ′′(x̄)− h5

480
f IV (x̄) + · · · = T +RT . (7)

Итак, главные члены погрешности в формулах средних прямоуголь-

ников и трапеций равны
h3

24
f ′′(x̄) и −h3

12
f ′′(x̄) и имеют противоположные

знаки. Это означает, что точное значение интеграла лежит в вилке между
ними.

Объединяя (6) и (7), можно записать (напомним, что здесь h = b− a):

I = +
h3

24
f ′′(x̄) +

h5

1920
f IV (x̄) + · · · ,

I = T − h3

12
f ′′(x̄)− h5

480
f IV (x̄) + · · · .

Умножим первое равенство на 2/3, а второе на 1/3 и сложим:

I =
2

3
+

1

3
T − h5

2880
f IV (x̄) + · · · = S − h5

2880
f IV (x̄) + · · · .
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Мы видим, что новая формула S, называемая формулой Симпсона (или
формулой парабол), имеет вид

S =
2

3
+

1

3
T =

h

6

(

f(a) + 4f
(
a+ b

2

)

+ f(b)

)

, h = b− a. (8)

Главный член погрешности этой формулы равен − h5

2880
f IV (x̄).

Отметим важное обстоятельство: из самого вывода этой формулы вид-
но, что ее остаточный член RS на равномерной сетке имеет разложение
по нечетным степеням h = b − a, начиная с h5. Следовательно, формула
Симпсона точна для многочленов третьей степени.

Коэффициенты формулы Симпсона и оценку остаточного члена можно
вывести из (2) при n = 3 для сетки замкнутого типа. Из этого построения
следует, что полученная формула должна быть точна для многочленов
второй степени, однако она обладает повышенной точностью в силу своей
симметрии.

Изменим запись формулы Симпсона (8), рассматривая ее как частный
случай формулы Ньютона–Котеса для равномерной сетки из трех узлов с
шагом h = (b− a)/2:

S =
h

3

(

f(a) + 4f
(
a+ b

2

)

+ f(b)

)

.

3. Составные формулы трапеций, средних прямоугольников и
Симпсона

В общем случае длина отрезка [a, b] не мала, а потому остаточный
член в рассматриваемых формулах может быть велик. Для повышения
точности на отрезке интегрирования вводят достаточно густую сетку

a = x1 < x2 < . . . < xn = b,

что соответствует разбиению исходного отрезка на n−1 подотрезков, кото-
рые иногда называют элементарными. Через hi = xi+1−xi, i = 1, . . . , n−1,
обозначим длину каждого подотрезка. Искомый интеграл I разбивают на
сумму интегралов Ii по каждому элементарному подотрезку, которые вы-
числяются по формулам из п. 1.2.

Таким образом, получают составные, или обобщенные квадратурные
формулы. В нашем случае это:

— составная формула трапеций

I =
n−1∑

i=1

Ti +
n−1∑

i=1

RT
i =

1

2

n−1∑

i=1

hi(fi + fi+1)−

− 1

12

n−1∑

i=1

h3
i f

′′
(
xi + xi+1

2

)

− 1

480

n−1∑

i=1

h5
i f

IV
(
xi + xi+1

2

)

+ · · · ;
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— составная формула средних прямоугольников

I =
n−1∑

i=1

i +
n−1∑

i=1

R

=

n−1∑

i=1

hif
(
xi + xi+1

2

)

+

i

+
1

24

n−1∑

i=1

h3
i f

′′
(
xi + xi+1

2

)

+
1

1920

n−1∑

i=1

h5
i f

IV
(
xi + xi+1

2

)

+ · · · ;

— составная формула Симпсона

I =
n−1∑

i=1

Si +
n−1∑

i=1

RS
i =

1

6

n−1∑

i=1

hi

(

fi + 4f
(
xi + xi+1

2

)

+ fi+1

)

−

− 1

2880

n−1∑

i=1

h5
i f

IV
(
xi + xi+1

2

)

+ · · · .

На равномерной сетке остаточные члены этих квадратурных формул
могут быть представлены следующим образом (отбрасываем члены, со-
держащие более высокие степени h):

RT ≈ −h2

12

n−1∑

i=1

hf ′′
(
xi + xi+1

2

)

≈ −h2

12

b∫

a

f ′′(x) dx;

R

≈
h2

24

n−1∑

i=1

hf ′′
(
xi + xi+1

2

)

≈ h2

24

b∫

a

f ′′(x) dx;

RS ≈ − h4

2880

n−1∑

i=1

hf IV
(
xi + xi+1

2

)

≈ − h4

2880

b∫

a

f IV (x) dx.

Приведенные оценки являются асимптотическими, т.е. выполняются
при h → 0 с точностью до членов более высокого порядка малости. Но
для справедливости этих оценок необходимо существование непрерывных
производных подынтегральной функции соответствующих порядков. Ес-
ли эти производные кусочно-непрерывны, то можно сделать только мажо-
рантные оценки:

|RT | ≤ (b− a)

12
h2M2, |R

|≤
(b− a)

24
h2M2, |RS| ≤ (b− a)

2880
h4M4,

M2 = max
[a,b]

|f ′′(x)|, M4 = max
[a,b]

|f IV (x)|.
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4. Построение формул Ньютона–Котеса методом
неопределенных коэффициентов

Для повышения точности интегрирования можно увеличивать число
точек n, по которым подынтегральная функция аппроксимируется интер-
поляционным многочленом Лагранжа. В этом случае коэффициенты ci и
остаточный член R определяются из (2).

Более наглядным способом мы построили формулы замкнутого типа
для n = 2 и n = 3 и формулу открытого типа для n = 1.

Рассмотрим другой способ построения квадратурных формул, назы-
ваемый методом неопределенных коэффициентов. Будем рассматривать
только формулы замкнутого типа.

Пусть n = 4. Формула не будет симметричной, т.к. середина отрезка
не входит в состав сетки. Построим формулу вида

I =

b∫

a

f(x) dx ≈ c1f(x1) + c2f(x2) + c3f(x3) + c4f(x4),

где

x1 = a, x2 = a+
b− a

3
, x3 = a + 2

b− a

3
, x4 = b.

Коэффициенты ci будем подбирать так, чтобы эта формула была точна
для многочленов как можно более высокой степени. Для упрощения вы-
кладок проведем стандартную замену переменных

x =
b+ a

2
+

b− a

2
t, −1 ≤ t ≤ 1, a ≤ x ≤ b,

в результате которой получим

b∫

a

f(x) dx =
b− a

2

1∫

−1

f(x(t)) dt =
b− a

2

1∫

−1

g(t) dt.

Теперь, с учетом проведенной замены, исходная задача свелась к поиску
таких коэффициентов di, чтобы квадратурная формула

1∫

−1

g(t) dt ≈ d1g(−1) + d2g(−1/3) + d3g(1/3) + d4g(1)

была точна для многочленов наиболее высокой степени.
Погрешность квадратуры имеет вид

R(g) =

1∫

−1

g(t) dt− (d1g(−1) + d2g(−1/3) + d3g(1/3) + d4g(1)).
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Подставим в это выражение многочлен g(t) =
m∑

j=0

ajt
j степени m:

R(g) =
n∑

j=0

ajR(tj).

Подбором di мы попытаемся добиться выполнения равенств

R(1) = 0, R(t) = 0, . . . , R(tm) = 0

при возможно большем значении m. Подставим в эти равенства после-
довательно g(t) ≡ 1, g(t) ≡ t, g(t) ≡ t2, g(t) ≡ t3. Получим систему из
четырех линейных уравнений, решение которой дает следующие значения
коэффициентов квадратурной формулы:

d1 = d4 =
1

4
, d2 = d3 =

3

4
.

Проверкой убеждаемся, что построенная квадратурная формула не будет
точна для g(t) ≡ t4. Учитывая, что ci = di(b− a)/2 и b− a = 3h, получим
искомую квадратурную формулу с введенными выше узлами xi:

b∫

a

f(x) dx ≈ 3

8
h (f1 + 3f2 + 3f3 + f4). (9)

Эту квадратуру называют правилом (или формулой) трех восьмых. По-
скольку она точна для многочленов третьей степени, то ее остаточный
член имеет порядок O(h5) (т.е. тот же, что и остаточный член формулы
Симпсона), однако раскладывается в ряд Тейлора по последовательным
степеням h. Ту же формулу можно получить из (2) при n = 4. Погреш-
ность формулы (9) представляется в виде −3h5f IV (ξ)/80, ξ ∈ [a, b].

Составная формула трех восьмых может быть построена разбиением
[a, b] на элементарные подотрезки с последующим применением (9) на
каждом из них. Мы же построим ее в несколько другом виде.

Возьмем число элементарных подотрезков кратным трем, т.е. равным
3m, m = 1, 2, . . . . Тогда число узлов полученной сетки n = 3m + 1, а
ее шаг h = (b − a)/(n − 1) = (b − a)/3m. Возьмем строенный отрезок
[a + kh, a + (k + 3)h], k = 0, 3, 6, . . ., и применим на нем правило (9):

a+(k+3)h∫

a+kh

f(x) dx =
3

8
h (f1 + 3f2 + 3f3 + f4) +Rk+1,

где

Rk+1 = −3h5

80
f IV (ξk+1), ξk+1 ∈ [a+ kh, a+ (k + 3)h].
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Если эти равенства расписать для всех остальных строенных подотрезков
и сложить их почленно, то получим составную формулу трех восьмых:

b∫

a

f(x) dx =
3h

8
[(f1 + fn) + 2(f4 + f7 + · · ·+ fn−3) +

+ 3(f2 + f3 + f5 + f6 + · · ·+ fn−2 + fn−1)] +R,

где погрешность R ведет себя следующим образом:

R = −h4

80
(3h[f IV (ξ1) + · · ·+ f IV (ξm/3)]) ≈ −h4

80

b∫

a

f IV (x) dx.

Мажорантная оценка имеет вид

|R| ≤ (b− a)

80
h4M4, M4 = max

[a,b]

∣
∣
∣f IV (x)

∣
∣
∣ .

Хотя формула Симпсона по точности и количеству вычислений значе-
ний подынтегральной функции предпочтительнее, правило трех восьмых
имеет самостоятельное значение, т.к. оно может быть использовано в слу-
чае таблично заданной функции и нечетного числа элементарных отрез-
ков, когда формула Симпсона неприменима.

Возьмем теперь n = 5, h = (b − a)/4. В этом случае квадратурная
формула будет симметрична, т.к. середина отрезка входит в состав сет-
ки; следовательно, она будет точна не только для многочленов четвертой
степени, но и пятой. Применяя описанный выше метод неопределенных
коэффициентов, получим следующую формулу (ее иногда называют фор-
мулой Боде):

b∫

a

f(x) dx≈(b− a)

2

(
7

45
f1 +

32

45
f2 +

12

45
f3 +

32

45
f4 +

7

45
f5

)

=

=h
(
14

45
f1 +

64

45
f2 +

24

45
f3 +

64

45
f4 +

14

45
f5

)

.

Главный член ее погрешности равен

− 8

945
h7fV I(ξ), ξ ∈ [a, b],

а остаточный член разлагается по нечетным степеням h, начиная с h7.

Может быть построена составная формула Боде с главным членом по-
грешности O(h6).
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5. Квадратурные формулы Гаусса

При построении квадратурных формул Гаусса важную роль играют
ортогональные многочлены Лежандра, имеющие вид

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n], n = 0, 1, 2, . . . .

Эти многочлены обладают следующими свойствами:

1) Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, . . . ;

2)

1∫

−1

Pn(x)Qk(x) dx = 0, k < n, Qk(x) — любой многочлен степени

k < n;

3) многочлен Лежандра Pn(x) имеет n различных вещественных кор-
ней, расположенных симметрично относительно нуля на интервале (−1, 1).

Выпишем вид многочленов Pn(x) для n = 0, 1, 2, 3:

P0(x) = 1, P1(x) = x,

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x).

Теперь рассмотрим интеграл на стандартном отрезке [−1, 1]:

I =

1∫

−1

f(t) dt.

Поставим задачу определения узлов t1, t2, . . . , tn на [−1, 1] и коэффициен-
тов c1, c2, . . . , cn, чтобы квадратурная формула

1∫

−1

f(t) dt ≈
n∑

i=1

cif(ti)

была точной для многочленов наиболее высокой степени.

Формулы, обладающие таким свойством, называются квадратурными
формулами (квадратурами) Гаусса. Другое название — квадратурные фор-
мулы наивысшей алгебраической степени точности.

Поскольку в квадратуре Гаусса мы имеем 2n свободных параметров ti
и ci, i = 1, 2, . . . , n, а многочлен степени 2n − 1 определяется 2n коэф-
фициентами, то можно подобрать эти параметры так, чтобы наивысшая
степень многочлена в общем случае равнялась N = 2n− 1.
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Для того чтобы квадратурная формула была точна для многочленов
степени до 2n−1 включительно, необходимо и достаточно, чтобы она была
точна для одночленов

f(t) ≡ 1, t, t2, . . . , t2n−1.

Будем подбирать параметры ti и ci методом неопределенных коэффици-
ентов, который мы использовали ранее для построения формул Ньютона–
Котеса. Получим систему 2n уравнений с 2n неизвестными:

n∑

i=1

ci = 2,

n∑

i=1

citi = 0,

. . .
n∑

i=1

cit
2n−2
i =

2

n− 1
,

n∑

i=1

cit
2n−1
i = 0.

(10)

Эта система нелинейная, поэтому ее решение затруднено уже при неболь-
ших значениях n. Кроме того, нет никакой гарантии, что она вообще раз-
решима, или что ее решения ti вещественны и принадлежат отрезку [−1, 1].

Докажем разрешимость системы (10). Рассмотрим семейство много-
членов вида

fk(t) = tkPn(t), k = 0, 1, . . . , n− 1,

где Pn(t) — многочлен Лежандра. Так как степени многочленов fk(t) не
превосходят 2n − 1, то, если ti и ci удовлетворяют системе (10), должны
быть выполнены равенства

1∫

−1

tkPn(t) dt =
n∑

i=1

cit
k
i Pn(ti), k = 0, 1, . . . , n− 1.

В силу свойства ортогональности многочленов Лежандра справедливы ра-
венства

1∫

−1

tkPn(t) dt = 0 k < n.

Следовательно,

n∑

i=1

cit
k
iPn(ti) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Эти равенства заведомо будут выполняться при любых ci, если положить

Pn(ti) = 0, i = 1, 2, . . . , n,

т.е. если в качестве узлов ti взять корни многочлена Лежандра Pn(t). На-
помним, что эти корни вещественны, различны и симметрично относи-
тельно нуля расположены на (−1, 1).

Если мы подставим ti в (10), то из первых n линейных уравнений най-
дем коэффициенты ci. Они определяются при этом однозначно, посколь-
ку определителем соответствующей линейной системы является опреде-
литель Вандермонда.

Осталось показать, что построенная квадратурная формула точна для
всех многочленов степени до 2n− 1 включительно. Действительно, пред-
ставим произвольный многочлен Q2n−1(t) степени 2n− 1 в виде

Q2n−1(t) = Gn−1(t)Pn(t) + Fn−1(t),

где Gn−1 и Fn−1 — многочлены степени n − 1. Предложенная квадратур-
ная формула по своему построению точна для каждого из слагаемых в
этом разложении, следовательно, точна и для произвольного многочлена
степени не выше 2n− 1.

В случае применения квадратуры Гаусса для вычисления интеграла на
произвольном отрезке [a, b] делаем замену переменных

x =
b+ a

2
+

b− a

2
t,

в результате которой получим

b∫

a

f(x) dx =
b− a

2

1∫

−1

f

(

b+ a

2
+

b− a

2
t

)

dt.

Последний интеграл заменим квадратурной формулой Гаусса:

b∫

a

f(x) dx ≈ b− a

2

n∑

i=1

cif(xi),

где xi =
b+ a

2
+

b− a

2
ti, i = 1, . . . , n, а ti — корни многочлена Лежандра

Pn(t) на [−1, 1].
Остаточный член формулы Гаусса с n узлами имеет вид

Rn =
(b− a)2n+1(n!)4f (2n)(ξ)

[(2n)!]3(2n+ 1)
≈
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(с учетом формулы Стирлинга)

≈ b− a

2.5
√
n

(

b− a

3n

)2n

f (2n)(ξ), ξ ∈ [a, b].

В частности,

R2 ≈
1

135

(

b− a

2

)5

f (4)(ξ),

R3 ≈
1

15750

(

b− a

2

)7

f (6)(ξ).

Кроме того, имеем ti = −tn−i+1 (в силу свойств корней многочлена
Лежандра) и ci = cn−i+1 (в силу равенства коэффициентов при симмет-
ричных узлах).

Могут быть построены составные формулы Гаусса, если отрезок инте-
грирования разбить на подотрезки и на каждом из них применить фор-
мулу Гаусса. Однако в отличие от составных формул Ньютона–Котеса за-
мкнутого типа, в которых можно экономить одно обращение к подынте-
гральной функции на каждой граничной точке подотрезка (кроме концов
всего отрезка интегрирования), в составных формулах Гаусса такой воз-
можности нет.

6. Правило Рунге практической оценки погрешности
квадратурных формул

Из п. 1. следует, что чем выше степень многочлена Лагранжа Ln(x),
аппроксимирующего заданную подынтегральную функцию, тем выше точ-
ность соответствующей квадратуры. Это верно для достаточно малых
длин отрезков интегрирования. Кроме того, не следует забывать, что для
аппроксимации, как правило, используют Ln(x) для n, не бо́льших 4 или 5.
Поэтому применяется аппроксимация не сразу на всем отрезке, а кусочно-
полиномиальная аппроксимация многочленами невысокой степени, что
приводит к построению составных квадратур. При этом возможны два
способа:

— либо берут достаточно густую равномерную сетку и на ней строят
составную формулу;

— либо разбивают отрезок на подотрезки и затем на каждом из них
применяют элементарную квадратуру с одновременным суммированием
полученных приближений интеграла на этих подотрезках.

Шаг сетки и длины подотрезков следует подбирать из того требования,
чтобы значение интеграла вычислялось с некоторой заранее предписанной
точностью. Для оценки достигнутой при вычислении интеграла точности
мы имеем пока только асимптотические или мажорантные оценки остаточ-
ных членов квадратурных формул, которые либо трудно использовать на
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практике, либо дают излишне малые значения для шага интегрирования
и длины подотрезков.

Поэтому применяется другой практически эффективный и легко реа-
лизуемый способ контроля точности интегрирования, основанный на оцен-
ке главного члена погрешности квадратуры при помощи правила Рунге.
Этот метод называют еще методом двойного пересчета или экстраполяци-
ей по Ричардсону.

Пусть на [a, b] взята равномерная сетка {xi} с шагом h. Вычислим на
этой сетке приближенное значение Ih интеграла I по какой-либо составной
квадратурной формуле, имеющей алгебраический порядок точности p−1.
Это означает, что имеет место равенство

I − Ih = chp +O(hp+1), (11)

где в правой части стоит разложение остаточного члена по степеням h.
Теперь построим сетку с шагом h/2 и вычислим Ih/2 по той же самой

квадратурной формуле. Тогда имеем

I − Ih/2 = c̃

(

h

2

)p

+O





(

h

2

)p+1


 . (12)

Будем считать, что c ≈ c̃ в силу достаточной малости h. Из этих двух
равенств мы можем выразить главный член погрешности chp через Ih и
Ih/2 с точностью до O (hp+1):

Ih/2 − Ih = chp − c
hp

2p
+O

(

hp+1
)

,

откуда

chp =
Ih/2 − Ih
1− 2−p

+O
(

hp+1
)

. (13)

Равенство (13) называют первой формулой Рунге.
Таким образом, можно сформулировать простейший алгоритм вычис-

ления интеграла с заданной точностью ε по выбранной квадратурной фор-
муле: если δ = |chp| ≤ ε, то интеграл вычислен с заданной точностью, если
δ > ε, то шаг h еще раз делится пополам и процедура повторяется.

Подставим теперь (13) в (11). В результате получим новую квадратур-
ную формулу Ih,h/2 с главным членом погрешности порядка hp+1, а не hp,
т.е. вновь полученная формула будет иметь порядок точности на единицу
больше, чем первоначальная формула Ih:

I = Ih +
Ih/2 − Ih
1− 2−p

︸ ︷︷ ︸

Ih,h/2

+c1h
p+1 +O

(

hp+2
)

.
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Выписанное представление интеграла носит название второй формулы
Рунге.

Таким образом, мы описали еще один способ построения квадратурных
формул, который может быть использован наряду с методом неопределен-
ных коэффициентов и аппарата интерполирования.

Поскольку можно ожидать, что приближение Ih/2 более точно, чем Ih,
то разумно в качестве нового приближения брать

I = Ih/2 +
Ih/2 − Ih
2p − 1

︸ ︷︷ ︸

Ih,h/2

+c2h
p+1 +O

(

hp+2
)

, (14)

которое получается, если в (12) подставить оценку

c̃

(

h

2

)p

≈ Ih/2 − Ih
2p − 1

Повторив процесс с вдвое меньшим шагом, получим формулу с главным
членом погрешности порядка hp+2 и т.д.

Таким образом, мы получили не только способ контроля точности при
вычислении интеграла, дающий возможность выбора надлежащей вели-
чины шага h, но и простой метод построения все более точных квадра-
турных формул (без явного выписывания их в виде квадратурной суммы
с коэффициентами Котеса). В качестве исходной формулы можно взять
простую формулу невысокой точности (например, трапеций или средних
прямоугольников).

Покажем, что операция построения формулы Ih,h/2 (носящей имя Ри-
чардсона) есть операция экстраполирования. Для этого надо показать,
что, если Ih 6= Ih/2, то Ih,h/2 всегда лежит вне отрезка с границами Ih и
Ih/2.

Действительно, если Ih/2 > Ih, то

Ih,h/2 = Ih/2 +
Ih/2 − Ih
2p − 1

> Ih/2,

т.к. p ≥ 1. Если Ih/2 < Ih, то

Ih,h/2 = Ih/2 −
Ih − Ih/2
2p − 1

< Ih/2.

Если же Ih/2 = Ih, то Ih,h/2 = Ih/2 = Ih и увеличения точности не будет.
Наиболее эффективна экстраполяция по Ричардсону (или, иными сло-

вами, применение второго правила Рунге), если в качестве первоначальной
формулы Ih взять симметричную формулу, у которой остаточный член
раскладывается по четным степеням h. Тогда каждое применение второ-
го правила Рунге позволяет получать формулу, порядок точности которой
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увеличивается на два, а не на единицу, как это имеет место в случае несим-
метричных формул. Наиболее употребительным является случай, когда в
качестве первоначальной формулы выбирается формула трапеций T , для
которой, как было показано выше, имеет место следующее разложение
остаточного члена (если подынтегральная функция имеет 2s + 2 непре-
рывные производные на [a, b]):

I = Th + c1h
2 + c2h

4 + c3h
6 + · · ·+ csh

2s +O
(

h2s+2
)

.

Для целей, которые будут видны из последующего изложения, переобозна-
чим Th ≡ Th,0 и Th/2 ≡ Th/2,0. Тогда по второму правилу Рунге исключим
первый член c1(h/2)

2 разложения в ряд Тейлора остаточного члена у Th/2,0

и получим новую формулу

Th/2,1 = Th/2,0 +
Th/2,0 − Th,0

22 − 1
,

у которой остаточный член раскладывается также по четным степеням,
но начиная с h4:

I = Th/2,1 + b2h
4 + b3h

6 + · · ·+ bsh
2s +O

(

h2s+2
)

.

Новая формула Th/2,1 имеет порядок точности, превышающий на два поря-
док точности формулы трапеций, т.е. она точна для многочленов третьей
степени.

Покажем, что новая формула Th/2,1 есть формула Симпсона, записан-
ная в неявном виде, т.е. без непосредственного выписывания коэффициен-
тов Котеса. Для простоты вывода будем полагать, что h = b−a и формула
трапеций строится по двум узлам. Тогда

Th,0 =
h

2
(f1 + f2), Th/2,0 =

h

4
(f1 + 2f1/2 + f2),

Th/2,1=
h

4
(f1 + 2f1/2 + f2) +

+
1

3

(

h

4
(f1 + 2f1/2 + f2)−

h

2
(f1 + f2)

)

=

=
h

6
(f1 + 4f1/2 + f2) = S.

Получили формулу Симпсона, выписанную по сетке с тремя узлами.
Теперь мы можем применить правило (14) уже к формуле Симпсона

Th/2,1, использовав уже вычисленное Th/4,1:

Th/4,2 = Th/4,1 +
Th/4,1 − Th/2,1

24 − 1
.
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Здесь в знаменателе двойка возводится в четвертую степень, т.к. при вы-
числении Th/4,2 мы исключили член b2h

4 в разложении по степеням h оста-
точного члена формулы Th/2,1. В результате для новой формулы Th/4,2

остаточный член разлагается по четным степеням h, начиная с h6:

I = Th/4,2 + a3h
6 + · · ·+ ash

2s +O
(

h2s+2
)

.

Следовательно, алгебраический порядок точности формулы
Th/4,2 превышает порядок точности формулы Симпсона на два и равен
пяти (т.е. она точна для многочленов пятой степени). Можно показать,
что она совпадает с ранее выписанной формулой Боде, которая может
быть получена методом неопределенных коэффициентов на сетке с пятью
узлами.

Если мы применим правило Рунге к формуле Боде Th/4,2, то получим
формулу по девяти узлам, имеющую седьмой порядок точности; в разло-
жении остаточного члена этой формулы присутствуют четные степени h,
начиная с восьмой.

С каждым следующим применением правила Рунге к вновь получен-
ным формулам мы будем получать формулы с порядком точности 9, 11 и
т.д.

Отметим, что, начиная с формулы, построенной по (14) на основе фор-
мулы Боде, порядок точности будет меньше, чем если бы эти формулы
строились в качестве формул Ньютона–Котеса, т.е. как формулы интер-
поляционного типа. Например, для n = 9 формула Ньютона–Котеса име-
ет девятый порядок точности, а не седьмой, как формула, полученная
из формулы Боде по (14). Поэтому начиная с этого момента по второму
правилу Рунге нельзя построить формулы Ньютона–Котеса — это будут
уже другие формулы, не являющиеся точными для многочленов наиболее
высокой степени.

7. Процесс Эйткена оценки фактической точности
квадратурной формулы

У всех рассмотренных квадратурных формул остаточный член можно
разложить в ряд по степеням шага сетки. Следовательно, к ним приме-
ним метод Рунге (при этом требуется, чтобы был заранее известен поря-
док точности исходной формулы). Кроме того, разложение остаточного
члена проводится при условии достаточной гладкости подынтегральной
функции. Если же функция не обладает требуемой гладкостью, то это
разложение уже не имеет смысла, т.е. нам уже не известен фактический
(реальный) порядок точности формулы.

Рассмотрим процесс Эйткена, которой на основе повторных просчетов
на нескольких сетках дает возможность:
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— определить фактический порядок точности p квадратурной форму-
лы для заданной подынтегральной функции;

— уточнить результат, полученный на исходной сетке.
В упрощенном виде процесс Эйткена можно описать следующим обра-

зом.
Выберем три сетки с шагами h1 = h, h2 = h/2, h3 = h/4. Вычислим

приближения Ih, Ih/2 и Ih/4 к интегралу I по выбранной квадратурной
формуле.

Тогда, если учитывать только главный член погрешности, имеем три
уравнения для определения I, и p, где p — фактический, заранее неизвест-
ный порядок точности формулы для данной подынтегральной функции:

I = Ih + chp,

I = Ih/2 +
1

2p
chp,

I = Ih/4 +
1

4p
chp,

в которой значения I, c и p неизвестны. Из первого и второго уравнений
имеем

chp
(

1− 1

2p

)

= Ih/2 − Ih.

Из второго и третьего уравнений получим

1

2p
chp

(

1− 1

2p

)

= Ih/4 − Ih/2.

Из последних двух равенств получаем уравнение для определения p:

2p =
Ih/2 − Ih
Ih/4 − Ih/2

.

Оценка для главного члена погрешности имеет вид

chp =

(

Ih/2 − Ih
)2

2Ih/2 − Ih − Ih/4
.

Полученную оценку можно использовать для уточнения Ih.
Пример 1. Пусть вычисляется следующий интеграл методом трапе-

ций:
1∫

0

√
x dx.

Тогда для этого интеграла фактический порядок точности p будет ра-
вен 3/2.
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Пример 2. Пусть вычисляется следующий интеграл методом трапе-
ций:

1∫

0

n
√
x dx.

Тогда для этого интеграла фактический порядок точности p будет ра-
вен (n+ 1)/n.

8. Способы построения практических алгоритмов численного
интегрирования. Адаптивные алгоритмы

Ранее мы рассмотрели различные квадратурные формулы и способ
Рунге контроля достигнутой при их применении точности, однако оста-
вили в стороне вопрос построения практически пригодных алгоритмов.

Всегда можно подобрать такую подынтегральную функцию f(x), для
которой любая заранее выбранная программа численного интегрирования
дает совершенно неверные результаты. Сказанное иллюстрирует следу-
ющий простейший пример. Возьмем f(x) ≡ 1 и вычислим интеграл по
данной программе. Запомним выбранные этой программой узлы интегри-
рования xi и доопределим функцию f(x) следующим образом: f(xi) = 1,
f(x) = A 6= 1, x 6= xi. Очевидно, что при повторном запуске для видоиз-
мененной функции программа даст прежний результат, хотя верный ре-
зультат может значительно отличаться от вычисленного при надлежащем
задании A.

Таким образом, при построении практических алгоритмов класс подоб-
ных примеров должен быть максимально сужен, насколько это возмож-
но без неоправданного усложнения логики или потери эффективности на
распространенных типах задач.

Рассмотрим несколько алгоритмов такого рода, в которых для кон-
троля достижения предписанной точности применяется автоматический
выбор шага интегрирования. При этом будем учитывать, что бо́льшая
часть машинного времени в реальных расчетах тратится на вычисление
подынтегральной функции. Поэтому программа считается тем эффектив-
ней, чем меньше таких вычислений она производит для достижения за-
данной точности.

8.1. Простейший (неадаптивный) алгоритм

Зададим на отрезке интегрирования n узлов и вычислим по выбранной
квадратурной формуле приближенное значение In интеграла I по этим
узлам. Затем увеличим число узлов вдвое и вычислим I2n.

По первому правилу Рунге вычислим оценку погрешности ошибки, ко-
торая, конечно, не учитывает погрешность суммирования RΣ, а дает лишь
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оценку главного члена погрешности самой формулы, т.е. метода интегри-
рования:

δ =
I2n − In
2p − 1

,

где p — порядок точности используемой формулы.
Если |δ| < ε, где ε — предписанная точность, то полагаем I ≈ I2n + δ

и заканчиваем вычисления, считая, что требуемая точность достигнута.
Заметим, что добавление δ лишь немного подправляет величину I2n, по-
скольку значение δ мало по модулю; тем самым нет существенного по-
вышения точности, как это происходит при применении второго правила
Рунге.

Если δ > ε, то мы опять удваиваем текущее значение n и повторяем
описанный процесс.

Данный алгоритм не учитывает локальный характер поведения подын-
тегральной функции f(x). Общее количество узлов равномерной сетки
подбирается с учетом наихудшего поведения f(x) на отдельных участках
(которые могут иметь небольшую суммарную длину), при этом не учиты-
ваются участки, где f(x) меняется медленно. Такие алгоритмы называют
неадаптивными.

Рассмотренный алгоритм удобен при применении формул Ньютона–
Котеса, для которых нетрудно реализовать составные формулы. Для фор-
мул Гаусса этот алгоритм неудобен, т.к. надо хранить в программе боль-
шое число узлов и коэффициентов из-за того, что заранее неясно, какое n
окажется пригодным.

8.2. Модификация простейшего алгоритма

Отрезок [a, b] разбивается на n подотрезков (частей), а затем на каждом
подотрезке применяется выбранная квадратурная формула. В процессе
вычислений приближенные значения интегралов по подотрезкам сумми-
руются, что дает в результате приближение In по всему отрезку. Затем n
удваивается, вычисляется I2n, после чего поступают как в алгоритме 1.8.1.
Данная модификация обладает теми же недостатками, но более удобна для
применения формул Гаусса, т.к. требует хранения узлов и коэффициентов
только одной выбранной формулы.

Контроль точности разумно вести по критерию

|δ| < max(εA, εO · |I2n|),

где εA и εO — предписанные абсолютная и относительная погрешности
интегрирования. Такой подход позволяет избегать неоправданного увели-
чения n там, где значение I мало или велико.

Примечание к алгоритмам 8.1 и 8.2. Для экономии трудозатрат зна-
чения f(x), ранее вычисленные в n узлах (или на n подотрезках), в случае
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применения формул Ньютона–Котеса замкнутого типа могут быть исполь-
зованы при вычислениях с 2n узлами (или на 2n подотрезках). При приме-
нении формул Гаусса такой возможности нет, поскольку в обоих случаях
при повторном счете узлы будут совершенно другими. Поэтому примене-
ние правила Рунге для получения оценки погрешности при использовании
формул Гаусса является неэффективным.

Вместо правила Рунге для формул Гаусса могут быть использованы
различные подходы. Простейший из них следующий. Выполним вычисле-
ния по двум формулам Гаусса с n и n+1 узлами. На это требуется 2n+ 1
вычисление f(x). Разность между ними примем за оценку погрешности,
допущенную формулой с n узлами. Однако формула с n+ 1 узлами нена-
много точнее формулы с n узлами, поэтому вычисление оценки погреш-
ности примерно столь же трудоемко, как и вычисление самого интеграла.

Поэтому более эффективен другой подход. Возьмем формулу Гаусса с
n узлами и построим другую формулу (она называется формулой Гаусса–
Кронрода) с теми же n узлами и с n+ 1 дополнительными узлами:

b∫

a

f(x) dx =
n∑

i=1

cif(xi) +
n∑

j=1

djf(ξj) +R2n+1(f).

Узлы ξj и коэффициенты ci, dj подбираются так, чтобы данная формула
имела полиномиальный порядок точности 3n + 1. Выполним оба просче-
та — по формуле Гаусса с n узлами и по новой формуле с 2n + 1 узлами,
затратив на это 2n + 1 вычислений значений подынтегральной функции.
Разность между этими просчетами принимается за оценку погрешности.
Таким образом при просчетах по формулам Гаусса с n и n+1 узлами и по
формуле Гаусса–Кронрода с n и 2n + 1 узлами требуется одинаковое ко-
личество вычислений f(x) в 2n+ 1 точках, однако результат, полученный
по формуле Гаусса–Кронрода, гораздо более точен.

Пользуясь свойствами формул Гаусса–Кронрода, алгоритм 8.1 можно
представить следующим образом. Возьмем формулу Гаусса с тремя узла-
ми, добавим четыре узла по Кронроду, а затем выполним вычисления по
обеим формулам. Если их разность, являющаяся оценкой погрешности,
больше предписанной точности, то добавляем еще 8 узлов (всего получа-
ется 15), вычисляем приближенное значение интеграла по новой формуле
Гаусса–Кронрода и сравниваем полученный результат с результатом по
предыдущей формуле. Если точность не достигнута, то добавляем еще 16
узлов (всего получается 31 узел) и т.д.

Данное видоизменение алгоритма 8.1 обеспечивает механизм получе-
ния все более точных результатов без потери ранее вычисленных значений
подынтегральных функций.

Если заданная точность так и не оказалась достигнутой, то исходный
отрезок [a, b] можно разбить на два подотрезка и на каждом из них при-
менить описанный алгоритм.
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8.3. Адаптивный алгоритм последовательного передвижения
“слева–направо”

Рассмотрим адаптивный алгоритм (т.е. алгоритм, учитывающий при
контроле точности локальное поведение подынтегральной функции), ко-
торый широко применяется при интегрировании обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

Зададимся некоторым шагом h ≤ b−a и вычислим приближенное зна-
чение Ih интеграла I по выбранной элементарной квадратурной формуле
на отрезке [a, a+h]. Затем вычислим по той же формуле два приближения
на отрезках [a, a+ h/2] и [a+ h/2, a+ h] и сложим их. Полученную сумму
обозначим Ih/2. Вычислим локальную погрешность на шаге h по первой
формуле Рунге:

δh =
Ih/2 − Ih
2p − 1

.

Если |δh| > max(εA, εO · |Ih/2|), то положим h = h/2 и повторим вычисле-
ния.

В противном случае считаем, что локальная погрешность обеспечивает
заданную точность и текущий шаг, который обозначим через h1, призна-
ется удачным.

Теперь возникает вопрос: каким должен быть следующий шаг? Здесь
возможны два случая:

— либо следующий шаг выбирается равным предыдущему,
— либо, если текущая локальная погрешность очень мала (например,

мы находимся в области гладкости подынтегральной функции), то следу-
ющий шаг следует выбрать бо́льшим, чем предыдущий.

Часто выбирают следующую стратегию. Если

|δh| >
1

2p
max(εA, εO · |Ih/2|),

то следующий шаг h2 полагается равным h1, в противном случае берем
h2 = 2h1. Такое удвоение обосновывается возможным прогнозом о глад-
кости подынтегральной функции на следующем шаге. Показатель p вы-
бирается из таких соображений. Для следующего шага h2 имеет место
соотношение

I − Ih2/2 ≈ c
(h2

2

)p
,

причем на предыдущем шаге h1 было выполнено

c
(h1

2

)p
<

1

2p
max(εA, εO · |Ih1/2|).

Это означает, что локальная погрешность излишне мала и мы, вероятно,
можем увеличить следующий шаг, чтобы уменьшить вычислительную ра-
боту на гладких участках. Действительно, предполагая, что постоянная c
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мало изменится из-за гладкости f(x), возьмем h2 = 2h1. Тогда возможно
соотношение

c
(h2

2

)p
= c (h1)

p ≤ max(εA, εO · |Ih1/2|),

т.е. предположительно (с некоторой вероятностью) шаг h2 = 2h1 окажется
удачным. Выбрав следующий шаг, проверяем, не выйдет ли он за правый
предел отрезка [a, b]. Если нет, то повторяем процесс, передвигаясь слева
направо, если да, то предварительно меняем следующий шаг, полагая его
равным разности между b и достигнутой точкой отрезка.

Итак, строится последовательность шагов hi, значений Ihi/2, которые
суммируются (по достижении конца отрезка их сумма дает приближенное
значение всего интеграла), и локальных оценок δi достигнутой точности на
шаге hi. Теперь мы видим, что там, где подынтегральная функция резко
меняется, значения hi уменьшаются, а на гладких участках увеличивают-
ся, и лишние вычисления не выполняются. Таким образом, алгоритм как
бы адаптируется к характеру поведения f(x).

Критерием достигнутой точности мы выбираем

|δi| < max
(

εA, εO
i∑

j=1

|Ihj/2|
)

.

Однако локальные ошибки δi при передвижении суммируются и, если они
оказываются одного знака, то в худшем случае общая достигнутая точ-
ность E, равная их сумме на всем отрезке (ее еще называют глобальной
ошибкой), может значительно превзойти заданную точность. Покажем,
какой критерий контроля точности можно задать, чтобы и в этом худ-
шем случае глобальная ошибка не превосходила заданной точности ε (ведь
обычно задают желаемую величину малости не для локальной, а именно
для глобальной ошибки). Таким критерием является

|δi| ≤
hi

b− a
ε. (15)

Действительно, обозначив через n общее число шагов, а через Ii —
точное значение интеграла на i-м отрезке, имеем:

E = |I − I| =
∣
∣
∣

n∑

i=1

(

Ihi/2 − Ii
)∣
∣
∣ ≤

n∑

i=1
|Ihi/2 − Ii| ≤

≤
n∑

i=1

∣
∣
∣
∣

Ihi/2 − Ihi

2p − 1

∣
∣
∣
∣ =

n∑

i=1

|δi| ≤
n∑

i=1

hi

b− a
ε = ε.

Итак, более строгий критерий ориентирован на худший случай. Однако
естественно ожидать, что в сумме E =

∑n
i=1 δi будут встречаться δi раз-

ных знаков, которые будут взаимно уничтожаться, хотя и не полностью.
Поэтому при использовании критерия (15) значение |E| может оказаться
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излишне меньшим ε, т.е. результат будет получен с завышенной точно-
стью. Вследствие этого часто использую более слабый критерий, задавая
для локальной ошибки значение ε примерно равным ε̃/(b−a), где ε̃ — тре-
буемая точность для всего отрезка интегрирования. При этом достигается
экономия вычислительной работы.

Для формул Ньютона–Котеса замкнутого типа на равномерной сетке
дополнительная экономия достигается также, если запоминать значения
подынтегральной функции в общих, уже использованных узлах. Напри-
мер, если в качестве расчетной формулы была выбрана формула Симп-
сона, то на шаге hi она она использует три узла, а на двух шагах hi/2 —
пять узлов, причем три из них уже использованы. Следовательно, во вто-
ром применении формулы Симпсона требуется лишь два новых значения
f(x). Ясно, что при передвижении вправо с шагом hi+1 должны использо-
ваться значения f(x), уже вычисленные в правом конце i-го подотрезка.

Кроме того, при каждом делении hi пополам следует запоминать узлы
и значения f(x) из правой половины для последующего использования.
Поскольку надо заранее учитывать максимальный объем памяти ЭВМ
для хранения этих величин, то задается предел HALFMAX на уровень
деления отрезка пополам. Когда этот максимум достигнут, то текущий
подотрезок считается в любом случае приемлемым, даже если локальная
ошибка на нем слишком велика. Длина такого подотрезка может быть
сделана совсем небольшой, если выбрать HALFMAX достаточно большим:
например, если HALFMAX=30, то длина подотрезка равна (b− a)/230.

Отметим возникающее при этом важное обстоятельство. Появление та-
кого рода подотрезка заданной минимальной длины означает, что f(x)
имеет внутри него некоторую особенность (например, неинтегрируемую
особенность). Поэтому необходимо сообщить пользователю границы подо-
трезка для последующего осмысления результата. Поскольку длина тако-
го подотрезка мала, то можно надеяться, что локальная ошибка на нем
все же не очень большая и при дальнейшем интегрировании она может
быть компенсирована другими локальными ошибками, имеющими проти-
воположные знаки. Поэтому процесс разумно продолжить, а не прерывать
расчеты. При таком подходе мы имеем возможность не только получить в
конечном счете значение интеграла с глобальной ошибкой, меньшей пред-
писанного ε̃, но и выявить все точки особенностей f(x), препятствующие
получению локальных погрешностей с приемлемой точностью.

Такой подход к составлению программы численного интегрирования
позволяет всегда получить приближенное значение интеграла; при этом,
если предписанная точность не достигнута, то выдается наилучший воз-
можный для нее результат, оценка E реально достигнутой точности и,
если это имеет место, точки особенностей (неинтегрируемости) f(x).

Если в случае формул Ньютона–Котеса замкнутого типа удается до-
стигнуть максимальной экономии вычислений f(x), то для формул Гаусса
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этого сделать нельзя, поскольку узлы при их применении на всем подо-
трезке и на двух его половинах будут совершенно различными. Поэтому
применение правила Рунге для оценки локальной погрешности для фор-
мул Гаусса будет неэффективно с точки зрения производимых затрат. Для
уменьшения трудоемкости применяют формулы Гаусса–Кронрода либо
выбирают формулу Гаусса с небольшим числом узлов (например, n = 5).
В последнем случае поступают так: на текущем подотрезке вычисляют
значения интеграла по пяти и шести узлам, а в качестве оценки локаль-
ной ошибки берут разность между ними. При этом вследствие высокого
порядка точности формул Гаусса можно надеяться, что продвижение по
[a, b] слева направо будет идти с относительно большими шагами, что поз-
волит снизить общие трудозатраты, обусловленные двумя независимыми
расчетами при n = 5 и n = 6 на каждом подотрезке для оценки локальной
ошибки.

Дополнительное улучшение может быть сделано из практически под-
твержденного наблюдения, что для многих подотрезков достигается бо́ль-
шая точность, чем это требуется, тогда как для некоторых подотрезков
заданная граница погрешности превышается ненамного. Поэтому может
быть использован прием, получивший название “банкирование”: мы “вкла-
дываем в банк” разность между предписанной точностью и оценкой ло-
кальной погрешности для приемлемого подотрезка с тем, чтобы использо-
вать ее впоследствии для уменьшения точности на других интервалах, на
которых предписанная точность не достигается. Это может быть сделано,
например, так: если

|δi| > max
(

εA, εO
i∑

j=1

|Ihj/2|
)

,

то проверяется менее жесткое условие

|δi| < max
(

εA, εO
i∑

j=1

|Ihj/2|
)

+ θ · BANK,

в котором 0 < θ < 1 — параметр, ограничивающий максимальное изъятие
из “банка”. Можно предусмотреть операцию “кредитования”, когда θ бе-
рется бо́льшим 1. Тогда “кредит” должен быть “погашен” последующими
подотрезками.

Выпишем одну из реализаций алгоритма передвижения “слева–направо”
в упрощенной форме, оставляя в стороне вопрос использования ранее вы-
численных значений f(x) и возможность удвоения текущего шага инте-
грирования:
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начало α = a; β = b; I = 0; E = 0; k = 0; kmax = 0;
пока α < β
hi = β − α; Ihi

; Ihi/2; δi = (Ihi/2 − Ihi
)/(2p − 1);

если |δi| < max(εA, εO |I|)hi/(b− a);
k = 0; α = β; β = b;
I = I + Ihi/2 + δi; E = E + δi;

иначе
β = (α + β)/2;
k = k + 1;
если k > kmax
k = 0;
печать(“точка особенности” (α, β));
I = I + Ihi/2 + δi; E = E + δi;
α = β; β = b;

печать(I, E);
конец

Эта модификация выписана для формул Ньютона–Котеса с контролем
локальной точности по правилу Рунге. В случае формул Гаусса можно
положить Ihi

= G5, Ihi/2 = G6, где G5 и G6 — результаты вычисления
интеграла на шаге hi по формулам Гаусса с 5 и 6 узлами соответственно
и δi = G6 −G5, либо применить формулы Гаусса–Кронрода.

8.4. Адаптивный алгоритм с контролем точности по глобальной
ошибке

Рассмотренный алгоритм 1.8.3 при движении “слева–направо” реализу-
ет локальный способ контроля точности, поскольку вывод о том, удовле-
творяет ли полученная локальная оценка интеграла на каждом подотрезке
предписанной точности или нет, делается независимо от локальных оценок
на других подотрезках. Это означает, что порядок, в котором выбираются
подотрезки, не играет никакой роли для получения конечного результата.
Таким образом, выбор очередного подотрезка для разбиения следует де-
лать целиком из соображений легкости программной реализации, т.к. он не
отражается на эффективности алгоритма. Алгоритм использует принцип
“слева–направо”, когда разбивается самый левый подотрезок, для которого
локальная ошибка велика. Такой принцип нетруден для программирова-
ния и при относительно небольших затратах памяти дает возможность
запоминать, а затем использовать ранее вычисленные значения подынте-
гральной функции.

Однако можно предложить алгоритм, в котором проверка локальных
ошибок не проводится вовсе. Вместо этого контроль точности осуществ-
ляется по глобальной погрешности. Выпишем схему алгоритма:
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начало α = a; β = b; I = 0; E = 0; hi = β − α;
Ihi

; Ihi/2; δi = (Ihi/2 − Ihi
)/(2p − 1);

E = E + δi; I = I + Ihi/2 + δi;
пока E > max(εA, εO · |I|)

поиск i-го подотрезка, на котором достигается max |δi|;
для i-го подотрезка :
E = E − δi; I = I − Ihi/2 − δi; hi = hi/2;

I
(1)
hi

; I
(1)
hi/2

; δ
(2)
i для левого подотрезка

I
(2)
hi

; I
(2)
hi/2

; δ
(2)
i для правого подотрезка

E = E + δ
(1)
i + δ

(2)
i ; I = I + I

(1)
hi/2

+ I
(2)
hi/2

+ δ
(1)
i + δ

(2)
i ;

печать (I, E)
конец

Здесь мы оставили в стороне вопрос использования уже вычисленных
значений f(x) и выделения подотрезка, содержащего особенность (если
она существует). Кроме того, и это относится ко всем другим алгоритмам,
можно задать максимально допустимое количество вычислений значений
подынтегральной функции с тем, чтобы избежать слишком долгой рабо-
ты программы; при достижении этого максимума выдается полученное
приближение к интегралу и оценка глобальной погрешности.

Остановимся только на главных аспектах. В рассматриваемом алго-
ритме принцип перемещения слева направо вдоль отрезка интегрирования
полностью отсутствует. Алгоритм можно назвать глобальным, поскольку
в нем лишены смысла проверки приемлемости подотрезков с точки зрения
малости локальных ошибок. Вычисления заканчиваются, когда глобаль-
ная ошибка становится меньше предписанной точности.

Конечно, данный алгоритм более труден в реализации, чем рассмот-
ренные ранее. Количество подотрезков, предназначенных для разбиения,
растет, особенно на начальных этапах вычислений. Чтобы смягчить возни-
кающие при этом трудности с памятью, все-таки приходиться проверять
на малость δi с тем, чтобы отбросить “хорошие” подотрезки. Для хранения
“плохих” подотрезков и связанной с ними информации удобно использо-
вать стековую организацию структуры данных.

9. О вычислении интегралов в особых случаях

9.1. Пусть требуется вычислить интеграл

∞∫

0

e−x2

dx =
π

2

с точностью ε. Представим этот интеграл в виде

∞∫

0

e−x2

dx =

a∫

0

e−x2

dx+

∞∫

a

e−x2

dx,
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где a — некоторое число, подлежащее определению. Первый интеграл в
правой части выписанного равенства при конечном значении a может быть
вычислен с точностью ε/2 любым из рассмотренных методов. Если мы
оценим второй интеграл с точностью ε/2 и при этом получим оценку для a,
то задача будет решена.

Для этого выберем некоторую мажорирующую функцию для e−x2

, та-
кую, что интеграл от мажорирующей функции может быть вычислен точ-
но. Точность оценки значения a зависит от выбора мажорирующей функ-
ции. Действительно, сначала выберем грубую мажоранту:

∞∫

a

e−x2

dx <

∞∫

a

e−x dx = −e−x
∣
∣
∣

∞

a
= e−a.

Для оценки значения a потребуем, чтобы выполнялось неравенство
e−a < ε/2, из которого и получим требуемую оценку. Однако очевидно,
что выбранная мажоранта слишком завышена и что следует сделать этот
выбор более аккуратно. Например,

∞∫

a

e−x2

dx <

∞∫

a

x

a
e−x2

dx =
1

a
e−a2 .

Теперь для оценки значения a имеем неравенство

1

a
e−a2 <

ε

2
,

из которого получим более точное значение a, чем из неравенства e−a < ε/2.
9.2. Пусть требуется вычислить интеграл

1∫

0

√
x dx =

2

3

методом трапеций и оценить фактический порядок точности этого метода.
Если применить метод трапеций и процесс Эйткена непосредственно к

выписанному интегралу, то окажется, что фактический порядок точности
метода трапеций будет равен 3/2, хотя его теоретический порядок точно-
сти равен 2. Сказанное объясняется недостаточной гладкостью подынте-
гральной функции x.

Устраним этот недостаток следующей заменой: x = t2. Тогда интеграл
преобразуется к виду

1∫

0

2t2 dx =
2

3
.

В этом случае фактический порядок точности метода трапеций равен 2 и
совпадает с теоретическим.
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9.3. Пусть требуется вычислить интеграл

∞∫

1

dx

(1 + x)
√
x
.

Сделаем замену x = 1/z2. Тогда выписанный интеграл принимает вид

1∫

0

2 dz

1 + z2
,

пригодный для непосредственного применения численных методов.
9.4. Пусть требуется вычислить интеграл

1∫

0

2 dx

(1 + x2)
√
x
.

Заменой x = t2 приведем выписанный интеграл к виду

1∫

0

4

1 + t4
dt,

пригодному для непосредственного применения численных методов.
9.5. Пусть требуется вычислить интеграл

I =

1∫

0

arctg x

x3/2
dx.

Подынтегральная функция имеет особенность в точке x = 0:

arctg x

x3/2
= x−1/2 +O(x3/2).

Выполнив интегрирование по частям

I =

1∫

0

arctg x

x3/2
dx =

[

−2x−1/2 arctg x
]1

0
+

1∫

0

2

(1 + x2)
√
x
dx

и сделав замену переменной x = t2, преобразуем интеграл к виду

I = −π

2
+

1∫

0

4

1 + t4
dt,

пригодному для непосредственного применения численных методов.
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Впрочем, можно применить указанную замену сразу к исходному ин-
тегралу:

I =

1∫

0

arctg x

x3/2
dx = 2

1∫

0

arctg t2

t2
dt.

Поскольку в последнем интеграле подынтегральная функция в точке
x = 0 имеет предел, равный 1, то преобразованный интеграл может быть
вычислен при помощи численных методов.

10. Тестовые задачи для отладки программ

Приведем небольшой набор тестовых задач для отладки заданий прак-
тикума.

2∫

−1

x|x| dx =
7

3
.

Фактический порядок точности метода Симпсона для этого интеграла ра-
вен 3.

2π∫

0

cos 100x dx = 0.

1∫

0

x2

1 + x4

dx√
1− x4

=
π

8
.

∞∫

0

2−x dx =
1

ln 2
.

1∫

0

dx√
1− x2

=
π

2
.

1∫

0

dx

1 + x2
=

π

4
.

1∫

−1

√
1− x2 dx =

π

2
.

∞∫

0

ln(1 + x2)

x2
dx = 0.
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1∫

0

ln(1− x2)

x
dx = −π2

12
.

∞∫

0

sin x

x
dx =

π

2
.

∞∫

0

1− cosx

x2
dx =

π

2
.

π∫

0

x tg x dx = −π ln 2.

∞∫

0

ln(1 + e−x) dx =
π2

12
.

∞∫

0

ln(1− e−x) dx = −π2

6
.

1∫

0

ln x
√
1− x2 dx = −π

2
ln 2.

∞∫

1

ln x

x2
√
x2 − 1

dx = 1− ln 2.

1∫

0

ln x
√
1− x2 dx = −π

8
− π

4
ln 2.

1∫

0

x ln x√
1− x4

dx = −π

8
ln 2.

∞∫

0

dx

1 + ex
= ln 2.
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